9. TÉTEL

Számsorozatok és tulajdonságaik (korlátosság, monotonitás, konvergencia). Nevezetes számsorozatok, végtelen mértani sor

  Fogalmak

  1.) Az olyan függvényt, amelynek értelmezési tartománya az N+, és egy képhalmaz az R, akkor számsorozatnak nevezzük.

Ha nN+, akkor az n helyen vett helyettesítési érték a sorozat n-edik tagja.

  2.) Egy számtani sorozat monoton növekedő, ha egyik tag sem kisebb a nála alacsonyabb sorszámú tagnál.

Egy számtani sorozat monoton folyó, ha egyik tag sem nagyobb a nála alacsonyabb sorszámú tagnál.

Egy számsorozat szigorúan monoton növekedő (folyó), ha mindegyik tag nagyobb (negatívnál kisebb) a nála alacsonyabb sorszámú tagnál.

  3.) Egy számtani sorozat korlátos, ha az értékkészlete korlátos számhalmaz.

Például:

a (6/n) sorozat (nZ+) szigorúan monoton folyó és korlátos, mert legnagyobb tagja 6 és minden tagja pozitív.

  4.) Számsorozat rekurzív módja: az egyes tagokat az előző tagokkal fejezzük ki.

Erre kitűnő példa a Fibonacci-sorozat: nnek a sorozatnak az első és második tagja 1, a többi tag a zelőtte lévő kettőnek az összege, vagyis (fn-nel felírva):

f1=f1=1; fn=fn-1+fn-2, ha n>2

A sorozat első néhány tagja: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Ez a sorozat szigorúan monoton növő és nem korlátos.

  Számtani sorozat

Def.: Ha egy számsorozathoz van olyan d valós szám, amelyet a sorozat bármely tagjázoh hozzáadva a következő tagot kapjuk, akkor ezt a sorozatot számtani sorozatnak nevezzük. A d szám neve differencia.

Ha (an) számtani sorozat, akkor a2=a1+d; a3=a2+d=a1+2d, ..., és minden n N+ esetén an=a1+(n-1)d.

Fennálnak a számtaniközép-tulajdonságok: ha (an) számtani sorozat, akkor

· a másodiktól kezdve mindegyik tag az őt közrefogó két tag számtani közepe;

· páratlan számú egymást követő tag számtani közepe a középső tag

Példa: ha egy számtani sorozatban az első 9 tag összege 108, akkor a középső tag az első 9 tag számtani közepe, vagyis 108:9=12.


Hogyan számolhatjuk ki egy (an) számtani sorozat első n tagjának Sn összegét?

TÉTEL: Ha (an) számtani sorozat és Sn = a1+a2+ ... +an, akkor Sn = ((a1+an)/2)n.

Bizonyítás: írjuk fel kétféleképpen az első n tag összegét, s adjuk össze a kapott formákat:

Sn = a1+a2+ ... an-1+an=a1+(a1+d)+(a1+2d)+ ... +[a1+(n-1)d]

Sn = an+an-1+ ... +a2+a1=an+(an-d)+(an-2d)+ ... +[an-(n-1)d]

2Sn = 2(a1+a2+ ... an-1+an)=(a1+an)n, tehát Sn = ((a1+an)/2)n.

  Mértani sorozat

Def.: Ha egy számsorozathoz van olyan q valós szám, amellyel a sorozat bármely tagját megszorozva a következő számot kapjuk, akkor ezt mértani sorozatnak nevezzük. A q szám neve kvóciens vagy hányados.

Ha (an) mértani sorozat, akkor a2 = a1·q; a3 = a2·q = a1·q2; ... , és minden n N+ esetén an = a1·qn-1

Fennálnak a mértaniközép-tulajdonságok: ha (an) számtani sorozat, akkor

· a másodiktól kezdve mindegyik tag az őt közrefogó két tag mértani közepe;

· páratlan számú egymást követő tag mértani közepe a középső tag

Példa: ha a pozitív tagokból álló (an) mértani sorozatban a4 = 18 és a6 = 2, akkor a5 = (18·2)0,5 = 6; ha azomban a sorozatban lehetnek negatív tagok is, akkor csak azt tudjuk, hogy (a5)2 = 18·2 = 36, tehát a5 = ± 6.


Hogyan számolhatjuk ki egy (an) mértani sorozat első n tagjának Sn összegét?

Ha q = 1, akkor a sorozat mindegyik tagja egyenlő az első taggal, tehát ebben az esetben Sn=n·a1.

Ha q  1 eset:

TÉTEL: Ha (an) mértani sorozat, q  1 és Sn = a1+ ... an, akkor Sn = [a1(qn-1)]/(q-1).

Bizonyítás:

Sn = a1+a2+ ... +an = a1+a1 q+a1 q2+ ... +a1 qn-1

                      q Sn = a1 q+a1 q2+ ... +a1 qn        

q Sn-Sn = a1 qn-a1;      (q-1)Sn = a1(qn-1),

tehát, mivel az adott feltétel szerint q  1, Sn = [a1(qn-1)]/(q-1).

  Kamatoskamat-számítás:

A mértani sorozatok egy fontos alkalmazási területe a kamatos kamatok kiszámítása:

Ha A0 forintot a p%-ával növelünk, akkor A0 az [1+(p/100)]-szorosára nő. Ha cikluson át folyik a ciklusonkénti p%-os növekedés, úgy, hogy mindig a felnövekedett összeg kamatozik tovább, akkor kerülünk szembe a kamatoskamat-számítási problémával.

Jelöljük az [1+(p/100)] számot q-val, a k-adik ciklus végén a felnövekedett összeget Ak-val. E jelöléssel A1 = A0q; A2 = A0q2; A3 = A0q3; ..., vagyis (An) egy olyan mértani sorozat, amelynek az első tagja A0 és kvóciense q.

Ebből következik, hogy az n-edik ciklus végén a felnövekedett összeg a sorozat (n+1)-edik tagja, vagyis An = A0qn = A0[1+(p/100)]n lesz.

  Végtelen mértani sor:

  Konvergens és divergens sorozatok
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 Egy számsorozatot nullasorozatnak nevezünk, ha bármely >0 számot adjunk is meg, legfeljebb véges számú tag abszolút értéke nagyobb az -nál. (Ha az abszcisszatengely, mint szimetriatengely körül 2 szélességű sávot rajzolunk, akkor a sorozat grafikonjának csak véges számú pontja van ezen a sávon kívül.)
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 Akkor mondjuk, hogy egy (an) számsorozat konvergens és határértéke az A valós szám, ha bármely  >0 számot adjuk is meg, legfeljebb véges számú tag esetében igaz , hogy |an-A|>.

Adjuk meg tetszőlegesen az  >0 számot; rajzoljuk meg az           y = A +   és az  y = A -  

egyenletű egyenesek által határolt sávot. Akkor mondjuk. Hogy az (an) sorozat konvergens és határértéke A szám, ha a sorozat grafikonjának csak véges számú pontja van ezen a sávon kívül.

Azt, hogy az (an) sorozat határértéke az A szám így jelöljük: lim (an) = A.

Ezek szerint az, hogy egy (an) nullasorozat gyúttal azt is jelenti, hogy az (an) konvergens és határértéke 0.

Bizonyítás: ha |q| < 1, akkor a (qn) mértani sorozat konvergens és lim (qn) = 0.

Ebből az is következik, hogy minden olyan mértani sorozat, amelynek a hányadosa -1 és 1 közötti szám, az nullasorozat.

 Ha egy számsorozat nem konvergens, akkor az divergensnek mondjuk.

