6. TÉTEL

Egyenlet-megoldási módszerek, ekvivalencia, gyökvesztés, hamis gyök; másodfokú vagy másodfokúra visszavezethető egyenletek

  Egyenletek grafikus megoldása

 Legyen f és g a D halmazon értelmezett függvény. Az f(x) = g(x) egyenletet grafikusan úgy szoktuk megoldani, hogy a koordináta rendszerben ábrázoljuk az f és a g függvényeket és megkeressük a két grafikon közös pontjainak az abszcisszáit. Ezek a számok adják meg az egyenlet megoldáshalmazát.

 A grafikus módszerrel a gyököknek általában csak a közelítő értékét kapjuk meg, behelyettesítéssel ellenőrizhetjük a leolvasott értékek pontosságát.

  Egyenletek algebrai megoldása

 Ha véges (nem "túl nagy" számosságú, azaz pl: nem több ezer elemű) alaphalmazon akarunk megoldani egy egyenletet, akkor az alaphalmaz elemei közül kikeressük azokat, amelyek behelyettesítésével az egyenletből igaz állítást kapunk. Ezek az elemek azegyenlet gyökei.

 Ha végtelen alaphalmazon akarunk megoldani egy egyenletet, akkor általában olyan, egyszerűbb egyenletet keresünk a megadott helyett, amelynek közvetlenül leolvashatjuk a megoldásait.

 Ezze igen alkalmas ezköz a mérlegelv: ha A és B egyenlő valós számok, és mindkettőhöz ugyanannyit hozzáadunk, mindkettőt ugyanazzal a számmal megszorozzuk, illetve mindkettőt ugyanazzal a 0-tól külömböző számmal elosztuk, ismét egyenlő számokat kapunk. Ezeket azonos átalakításoknak nevezzük.

 Egyéb módszerek speciális egyenletek esetére: Értelmezési tartomány vizsgálata, Érték készlet vizsgálata, nulla szorzat módszere.

  Másodfokú egyenletek

 Adott 
[image: image1.emf]a≠0,

b és c valós számok esetében az ax2 + bx + c = 0 egyenletet egyismeretlenes másodfokú egyenletnek, röviden másodfokú egyenletnek nevezzük.

 Speciális esetek

 Tekintsük alaphalmaznak a valós számok halmazát.

 1 Ha b=0, akkor az ax2 + c = 0 "tiszta" másodfokú egyenletet kapjuk. A mérlegelv segítségével kiszámíthatjuk az x2-et: ax2 + c = 0;   ax2 = -c; 
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Ha az a és a c ellenkező előjelű, akkor     -
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>0, ezért x1,2  =
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(az egyenletnek két valós gyöke van). Ha c=0, akkor azt kapjuk, hogy x2 = 0, vagyis x = 0 (egy gyök van).

Ha a és c azonos előjelű, akkor -
[image: image5.emf]c
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<0, eért az egyenletnek nincs gyöke.

 2 Ha c=0, de
[image: image6.emf]b≠0,

akkor ax2 + bx = 0 "hiányos" másodfokú egyenletet kapjuk, ezt kiemeléssel átalakítjuk x(ax+b) = 0 egyenletté.

Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezője 0, ezért kell, hogy x = 0 vagy ax + b = 0 legyen. A 0 tehát gyöke az egyenletnek és van még egy gyöke, az 
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Ezek szerint, ha R az alaphalmaz, akkor minden "hiányos" másodfokú egyenletnek két gyöke van, közülük az egyik a 0.

 Általános esetek

 Legyen ax2 + bx + c = 0 másodfokú egyenlet, melyben 
[image: image8.emf]b≠0,

és 
[image: image9.emf]c≠0.

Az alaphalmaz legyen továbbra is az R.

 1 Ha sikerül két elsőfokú polinom szorzatára bontanunk az  ax2 + bx + c  polinomot, akkor könnyen megkapjuk az egyenlet gyökét.

Például: x2 + 4x + 3 = (x + 1)(x + 3), ezért x + 1 = 0 (vagyis x=-1), vagy x + 3 = 0 (vagyis x=-3). Tehát az egyenletnek két gyöke van, a -1 és a -3.

 2 Minden másodfokú polinom felírható egy elsőfokú polinom négyzetének és egy számnak az összegeként. Ez az eljárás a teljes négyzetté alakítás.

Például: x2 + 4x + 3 = (x + 2)2 -1; 
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Ilyen átalakítás után könnyű eldönteni az egyes másodfokú egyenletekről, hogy van-e gyökük, s ha van, akkor hány, sőt: melyik számok az egyenle gyökei.

Például:

· x2 + 4x + 3 =0; (x + 2)2 -1 = 0; (x + 2)2 = 1;

(x + 2)2 = 1 akkor és csak akkor, ha x+2=1 vagy x+2=-1, s e két elsőfokú egyenletből megkapjuk az eredeti másodfokú egyenlet gyökeit: x1=-1; x2=-3.

· Az
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egyenletnek nincs gyöke, mert
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pozitív (nem kisebb 3-nál); bármelyik számot írjuk az x helyébe, nem egyenlő 0-val.

  Igazoljuk a másodfokú egyenlet megoldóképletét!

 Tétel: Ha az  ax2 + bx + c = 0 
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másodfokú egyenletnek két gyöke van, akkor azok az

x1,2 =
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képlettel számíthatók ki.

Az egyszerűbb számolás kedvéért megszorozzuk 4a
[image: image15.emf]≠0

-val az egyenlet két oldalát, azután teljes négyzetté kiegészítést végzünk:

ax2 + bx + c = 0
/ 4a

4a2x2 + 4abx + 4ac = 0

(2ax + b)2 = b2 – 4ac

A b2 – 4ac számot az egyenlet diszkriminánsának nevezzük. Ennek az előjele szabja meg, hogy hány gyöke van az egyenletnek.

 1. ha b2 – 4ac negatív, akkor ez egyetlen valós számnak sem a négyzete, tehát a vizsgált másodfokú egyenletnek nincs gyöke a valós számok halmazán.

 2. ha b2 – 4ac = 0, akkor a (2ax + b)2 = b2 – 4ac egyenlet jobb oldalán 0 áll: (2ax + b)2 = 0, vagyis 2ax + b =0;   2ax = -b;
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Tehát ennek az egyenletnek egy gyöke van és ez a
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szám.

 3. ha b2 – 4ac pozitív, akkor a (2ax + b)2 = b2 – 4ac egyenletnek megfelelően:
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Ebben az esetben tehát a vizsgált egyenletnek két külömböző valós gyöke van.

  Egyenletek ekvivalenciája, hamis gyök, gyökvesztés

 Ha két egyenletnek azonos alaphalmazon ugyanaz a megoldáshalmaza, akkor azt mondjuk, hogy e két egyenlet ekvivalens a gyökök halmazára vonatkozóan.

 Például:

a) az R+ alaphalmazon ekvivalens egymással a gyökök halmazára vonatkozóan az x=3, az
(x – 3)2 =0 és az x2=9 egyenlet is, mert mindegyiknek a megoldáshalmaza a {3} halmaz;

b) az R alaphalmazon ekvivalens egymással a gyökök halmazára vonatkozóan az x=3 és az
(x – 3)2=0 egyenlet, mert mindkettőnek a {3} halmaz a megoldáshalmaza, de nem ekvivalens velük az x2=9 egyenlet, mert ennek a megoldáshalmaza a {-3;3} halmaz.

 Megjegyzés: a gyökökhalmazára vonatkozó ekvivalencián kívül létezik a többszörös gyök fogalmának ismeretét feltételező, a gyökök rendszerére vonatkozó ekvivalencia is.

 Ha az n páratlan pozitív egész szám, akkor az f(x)=g(x) egyenlet ekvivalens az fn(x)=gn(x) egyenlettel.

Például: ha az alaphalmaz az R, akkor az x2 – 2 = 1 – 2x egyenlet ekvivalens az (x2 – 2)7 = (1 – 2x)7 egyenlettel, mert a két egyenletnek az 1 és a -3 a két gyöke.

 Ha azonban az n páros pozitív egész szám, akkor lehet, az f(x)=g(x) egyenlet általában nem ekvivalens az fn(x)=gn(x) egyenlettel. Ez azért van, mert az utóbbi egyenlet úgy is keletkezhetett, hogy nem az f(x)=g(x) egyenlet, hanem a - f(x)=g(x) egyenelt két oldalát emeltük n-edik hatványra.

Például, ha az alaphalmaz az R, akkor az (x2 – 2)6 = (1 – 2x)6 egyenelt nem ekvivalens az 
x2 – 2 = 1 – 2x egyenlettel, mert a második egyenletnek az 1 és a -3 a két gyöke, az első egyenlet azomban akkor is igaz, ha x2–2=2x–1, vagyis ha 
[image: image21.emf]x=1±



2.

Ha tehát valaki az 
(x2 – 2)6 = (1 – 2x)6 egyenlet helyett x2 – 2 = 1 – 2x egyenlettel dolgozik, akkor azt mondjuk, hogy elvesztett két gyököt (az 
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számokat). A fordított esetben pedig két hamis gyököt kapott.

 Páros n esetén tehát nem mindig ekvivalens az f(x)=g(x), illetve a -f(x)=g(x) egyenlet az fn(x)=gn(x) egyenlettel. Azt mondjuk, hogy az fn(x)=gn(x) egyenlet következményegyenlete az f(x)=g(x) egyenletnek és a -f(x)=g(x) egyenletnek is.

 Általánosan: 

 Akkor mondjuk, hogy egy A egyenlet egy B egyenletnek következményegyenlete, ha azonos alaphalmazon vizsgálva a B megoldáshalmaza részhalmaza az A megoldáshalmazának.

 Ha egy egyenlet következményegyenletének a megoldáshalmaza véges halmaz, akkor (például egyenkénti behelyettesítéssel) kiválaszthatjuk belőle az eredeti egyenlet gyökeit.

  Másodfokúra visszavezethető egyenletek

 Új ismeretlen bevezetésével sok egyenletet átalakíthatunk másodfokú egyenletté, ezek megoldása után megkaphatjuk az eredeti egyenlet gyökeit is.

Például: a
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 egyenlet esetében az
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egyenlete kapjuk. Ebből a=1, vagyis
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  Alkalmazásai: Függvények szélsőértéke, zérushelye. Kör, parabola és más ponthalmazok metszete a koordinátasíkon. Egyenletre vezető geometriai problémák.

 Gyakorlati és tudományos (fizika, kémia, térképészet, stb.) problémák megfogalmazása egyenletre vezető feladatként. Vállalati tervezés, gazdasági tényezők (költség, nyereség stb.) optimalizálása. Építészet, műszaki tervezés.
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