25. TÉTEL

Bizonyítási módszerek és bemutatásuk tételek bizonyításában. Állítás és megfordítása, szükséges és elégséges feltétel.

 A matematika tudománya pontosan definiált fogalmak és bebizonyított tételek láncolatából épül fel.

  Matematikai tételek szerkezete

 1. Ha az A igaz, akkor a B is igaz típusú tételek (AB implikáció).

Másképp: Az A elégséges feltétele a B-nek.

Például: ha egy négyszögnek van két párhuzamos oldala, akkor két-két szögének összege 180°. Másképp: ahhoz, hogy egy négyszög két-két szögének összege egyenlő legyen 180°-kal, elégséges az, hogy legyen két párhuzamos oldala.

Ezt nevezzük úgy is, hogy A csak akkor igaz, ha B is igaz.

Másképp: B szükséges feltétele A-nak.

 2. Az A akkor és csak akkor igaz, ha a B igaz típusú tételek (AB ekvivalencia)

Másképp: Az A szükséges és elégséges feltétele a B-nek.

Például: Egy négyszög átlói akkor és csak akkor felezik egymást, ha a szemközti oldalai párhuzamosak.
Másképp: Ahhoz, hogy egy négyszög átlói felezzék egymást, szükséges is és elégséges is, hogy szemközti oldalai párhuzamosak legyenek.

 Az A akkor és csak akkor igaz, ha a B igaz szükséges és elégséges feltétel két állítást tartalmaz:


a) Ha A igaz, akkor a B igaz (AB)

b) Ha B igaz, akkor a A igaz (BA)

Ez a két állítás egymás megfordítása.

Például: a Pitagorasz tétele és a Pitagorasz-tétel megfordaítása.

  Bizonyítási módszerek

 1. A legtöbb matematikai tételt a fogalmak definíciójára és korábban már bebizonyított tételekre támaszkodva igazoljuk.

Tétel: bármely n,kN+ (k  n) esetén n külömböző elemnek egy k-ad osztályú kombinációjának a száma
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Bizonyítás: Vizsgáljuk az adott n elemnek egy k-ad osztályú kombinációját! Egy ilyen kombinációban k elem van, ezeket k! sorrendben helyezhetjük, így az adott n elemnek k! különböző k-ad osztályú variációját kapjuk meg. Ha az összes k-ad osztályú kombinációval ugyanezt megtesszük, megkapjuk az n elem összes k-ad osztályú variációját és mindegyiket pontosan egyszer. Tehát n külömböző elemnek k!-szor annyi k-ad osztályú variációja van, mint ahány k-ad osztályú kombinációja. Ezért
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tehát igaz a vizsgált állítás.

 2. Sok esetben elég egyetlen definícióra hivatkozni (például: a kör érintője merőleges az érintési pontba vezető sugárra), másutt hosszas számolás vezet eredményre (például a másodfokú egyenlet megoldóképletének bizonyításánál). Az is előfordul, hogy egy bonyolultnak tűnő állítást egyetlen ötlet segítségével igazolhatunk (például: N és Z egyenlő számosságú).

Tétel1: Egy körhöz a síkjában lévő külső pontból húzott érintőszakaszok egyenlő hosszúak.

Bizonyítás: Ez a tengelyes szimmetriából adódik.

Tétel2: Ha az  ax2 + bx + c = 0 
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másodfokú egyenletnek két gyöke van, akkor azok az

x1,2 =
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képlettel számíthatók ki.

 Az egyszerűbb számolás kedvéért megszorozzuk 4a-val az egyenlet két oldalát, azután teljes négyzetté kiegészítést végzünk:

ax2 + bx + c = 0
/ 4a

4a2x2 + 4abx + 4ac = 0

(2ax + b)2 = b2 – 4ac

 A b2 – 4ac számot az egyenlet diszkriminánsának nevezzük. Ennek az előjele szabja meg, hogy hány gyöke van az egyenletnek.

 1. ha b2 – 4ac negatív, akkor ez egyetlen valós számnak sem a négyzete, tehát a vizsgált másodfokú egyenletnek nincs gyöke a valós számok halmazán.

 2. ha b2 – 4ac = 0, akkor a (2ax + b)2 = b2 – 4ac egyenlet jobb oldalán 0 áll: (2ax + b)2 = 0, vagyis 2ax + b =0;   2ax = -b;
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Tehát ennek az egyenletnek egy gyöke van és ez a
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szám.

 3. ha b2 – 4ac pozitív, akkor a (2ax + b)2 = b2 – 4ac egyenletnek megfelelően:
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Ebben az esetben tehát a vizsgált egyenletnek két különböző valós gyöke van.

Tétel3: Az N és a Z halmaz egyenlő számosságú.

Bizonyítás: Kölcsönösen egyértelmű leképezést létesítünk a két halmaz elemei között, például úgy, hogy az egymás alatti számokat kapcsoljuk össze:
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Pontosabban: 
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ha nN páratlan,
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ha nN páros.

 3. Esetenként az indirekt bizonyítást használjuk. Ekkor azt mutatjuk meg, hogy az állításunk ellenkezője lehetetlen.

Tétel: a
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nem racionális szám.

Bizonyítás: tegyük fel, hogy a
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racionális szám, írjuk fel egyszerűsített törtként
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alakban. Itt tehát a p is, q is pozitív egész szám és relatív prímek.

Feltételünk szerint
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, ami azt jelenti, hogy p2 = 2q2.

Az utóbbi egyenletből az következik, hogy p2 osztható 2-vel. Ez csak úgy lehetséges, ha p osztható 2-vel, vagyis ha van olyan k  N+ szám, hogy p = 2k.

Írjuk most 2k-t a p helyére a  p2 = 2q2 egyenletben: (2k)2 = 2q2;   4k2 = 2q2;   2k2 = q2. Eszerint pedig q2 osztható 2-vel, vagyis q osztható 2-vel.

Feltevésünkből tehát az következett, hogy a p is és a q is osztható 2-vel, ami lehetetlen, mert kiindulásul relatív prím p és q számokat választottuk. Ellentmondásra jutottunk, ez azt jelenti, hogy hibás volt a feltevésünk, miszerint a
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 4. Teljes indukció:

 Állítás:
[image: image17.emf]12...n=

nn1

2


 Bizonyítás:

n = 1 esetére:
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; 1 = 1.

Tegyük fe, hogy  n = k -ra igaz:
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Igazoli kell hogy k+1-re 
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 5. A mindennapi életben és matematikai problémák vizsgálata során is gyakran találkozunk olyan feladatokkal, amelyek a következő skatulya-elvnek nevezett gondolat segítségével oldhatók meg:

Ha n dobozban kell elhelyeznünk  n + 1  golyót, akkor lesz olyan doboz, amelybe legalább 2 golyó kerül.

 6. Gyakran kell az bizonyítanunk, hogy valamely állítás hamis. Például a "minden prímszám páratlan" állítást egyetlen ellenpéldávan megcáfolhatjuk: Nem igaz, hogy minden prímszám páratlan, mert van olyan prímszám, amely nem páratlan, ez pedig a 2.

  Alkalmazások: A matematika területén belül minden tudományág bizonyítást igényel, nem fogad el bizonyítás nélküli állítást, de sok olyan állítás van, melyet máig nem sikerült belátni, ezeket sejtéseknek nevezik (ilyen pl. A Goldbach-sejtés: Minden 2-nél nagyobb páros egész előáll két prímszám összegeként). A fenti módszerek zöme alkalmas a műszaki, a természet-, a társadalomtudományokban és a közgazdaságtanban fellépő állítások bizonyítására is.
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