22. tétel: Területszámítás elemi úton és integrálszámítás felhasználásával
A terület tulajdonságai:
· Az 1 egység oldalú négyzet területe 1 területegység.
· Egybevágó síkidomok területe egyenlő.
· Ha egy síkidom egy másik belsejében van, akkor ennek területe kisebb mint a másiké.
· Ha egy síkidomot véges sok részre vágunk, akkor a részek területének összege megegyezik az eredeti síkidom területével. Ebből következik, hogy ha egy síkidomot átdarabolunk, a területe nem változik meg.
Sokszögek területe:
Téglalap:
· Adott a és b oldalú téglalap területe: T=a*b
Tétel: Az állítás segédtétel segítségével bizonyítható: ha két téglalap egyik oldala megegyezik és másik oldaluk aránya m1:m2, akkor T1:T2= m1:m2.
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	Bizonyítás: osszuk fel m1-et n egyenlő részre, így n db egyenlő területű kis téglalapot kapunk, melyeknek alapja a, magassága m1/n, vagyis területül éppen T1/n. A második, szintén a alapú téglalapba helyezzünk el k db-ot a kis téglalapokból úgy, hogy  k db még biztosan elférjen, de k+1 már semmiképp. Tehát m2-re felírható: 
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 osszuk le m1-gyel: [image: image5.png]





Ugyanígy felírható T2-re [image: image7.png]ks
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 ugyanabba az 1/n hosszúságú intervallumba esik, vagyis:
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, vagyis a területek és a magasságok aránya megegyezik.
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	Ebből már belátható, hogy egy olyan téglalap területe, melynek egyik oldala az egység, a másik oldala a, éppen T=1*a és az a alapú 1 egység magas, valamint a alapú és b magasságú téglalap összehasonlításából belátható, hogy egy a és b oldalú téglalap területe: T=a*b


Háromszög:
Tétel: Adott a alapú és ma magasságú háromszög területe: [image: image20.png]



Bizonyítás:

Derékszögű háromszög esetén: 
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, ahol a és b befogók. Ez könnyen belátható, hiszen az a és b oldalú téglalapot bármelyik átlója 2 egybevágó derékszögű háromszögre bontja.
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Hegyesszögű háromszög esetén
	A magasság 2 derékszögű háromszögre bontja az eredeti háromszöget. A derékszögű háromszögek területének összege adja az ABC háromszög területét.
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Tompaszögű háromszög esetén
	Ebben az esetben az ABC háromszög területe 2 derékszögű háromszög területeként kapható meg:
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Egyéb képletek: [image: image31.png]asbrsiny _ axbsc
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Tétel: [image: image33.png]
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	Bizonyítás: az ábrán látható módon három részre osztjuk a háromszöget, mindegyik kis háromszög magassága r, mivel az érintési pontba húzott sugár mindig merőleges az érintőre, és mindegyik kis háromszög alapja az a, b, c oldalak egyike. Ha a három háromszög területét összeadjuk, éppen az eredeti háromszög területét kapjuk:
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(Ez a tétel az érintősokszögekre általánosítható)


· Az a oldalú szabályos háromszög területe: 
 [image: image38.png]“li

s




Paralelogramma

· Adott a alapú és ma magasságú paralelogramma területe: [image: image40.png]



· Az átlót behúzva két egybevágó háromszögre oszthatjuk fel a paralelogrammát. Ezeknek a területe . A két terület összege pontosan .

· Egyéb képletek: [image: image42.png]T=a+*b*sina=ex*f*sing




Trapéz:
· Adott a és c alapú, m magasságú, trapéz területe: [image: image44.png]ate




Deltoid:
· Adott e és f átlókkal rendelkező deltoid területe: [image: image46.png]


(Minden olyan négyszögre igaz, melynek átlói merőlegesek egymásra.)
Általános négyszög:
· Adott e, f átlójú és  közbezárt szögű négyszög területe: [image: image48.png]



Sokszög:
· Minden sokszög felbontható háromszögekre, így bármely sokszög területe megegyezik a keletkező háromszögek területének összegével.
Kör:
· A kör területét hozzá és beleírt sokszögek területével közelítjük. A kör területe arányos a sugár négyzetével, az arányossági tényező egy irracionális szám, a .
· Tehát a kör területe: [image: image50.png]*m




Kör részei:
· A körcikkek területe arányos a központi szöggel, tehát [image: image52.png]


 , ahol i a körcikk ívhossza.
 „Görbe alatti terület” számítása integrálszámítással:
A határozott integrál fogalma:
· Legyen f  az  intervallumon értelmezett folytonos függvény. Osszuk fel az intervallumot x1; x2;…;xn-1 osztópontokkal n részre, ahol x0=a és xn=b. Ha az intervallum részeinek hosszát megszorozzuk az f függvény adott intervallumban felvett legkisebb m1; m2; m3;…mn függvényértékekkel, és a kapott szorzatokat összeadjuk, megkapjuk a görbe alatti terület alsó közelítő összegét. Az alsó összeg jele sn.
Hasonlóan az f függvény adott intervallumban felvett legnagyobb M1; M2;…Mn függvényértékeivel elkészíthetjük az n. felső közelítő összeget, Sn-t.
Definíció: Az [image: image54.png][a; b]



 intervallumon értelmezett f folytonos függvényt határozottan integrálhatónak nevezzük, ha egyetlen olyan szám létezik, amely nem nagyobb egyetlen felső összegnél és nem kisebb egyetlen alsó összegnél sem. Ezt a számot az f függvény [image: image56.png][a; b]



 intervallumon vett határozott integráljának nevezzük, jele: 
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A terület mindig pozitív, de a határozott integrál előjeles mennyiség. Ezt az ellentmondás feloldhatjuk a következőképpen:
Ha a görbe az x tengely felett halad, a görbe alatti terület egyenlő a határozott integrállal. Ha a görbe az x tengely alatt halad, a görbe alatti terület a határozott integrál ellentettje. Ha a görbe az x tengely mindkét felén halad, akkor a terület meghatározásához célszerű az intervallumot a függvény zérushelyeinél feldarabolni, és az így kapott részintervallumokra külön-külön meghatározni a görbe alatti területet. 
Térjünk ki a primitív függvényre is:
Az I (véges vagy végtelen) intervallumon értelmezett f függvény primitív függvényének nevezzük az F függvényt, ha F'(x)=f (x) teljesül bármely   esetén. (Azaz ha F deriváltja az eredeti f függvény.)
Ha egy F(x) függvény primitív függvénye f(x)-nek, akkor F(x)+C is az, ahol C tetszőleges valós szám, hiszen konstans hozzáadása a deriváltat nem változtatja meg, a konstans deriváltja 0. Összefoglalva tehát egy függvénynek végtelen sok primitív függvénye van, de ezeket konstans hozzáadásával megkapjuk egymásból.
A Newton-Leibniz tétel alapján: , ahol F(x) az  intervallumon értelmezett folytonos f(x) függvény egy primitív függvénye.
Pl. parabolikus háromszög területe 
Alkalmazások:
· Mindennapi életünkben előforduló matematikai problémák, gyakran a területszámítással állnak kapcsolatban. (Például, ha ismerjük kertünk oldalhosszait, akkor hány m2  területet kell befüveznünk…)
· Fizika feladatok: A görbe alatti terület meghatározásával (integrálszámítással) határozható meg pl. a munka.
· Felszínszámítás
· Földmérés
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