2. TÉTEL

Számhalmazok (a valós számok halmaza és részhalmazai), oszthatóssággal kapcsolatos problémák, számrendszerek

  Természetes számok

 1. Számrendszerek

 A természetes számokhoz a számlálás útján jutunk. E számok végtelen halmazt alkotnak; a legkisebb pozitív egész szám az 1, a legnagyobb pozitív egész szám nincs. A pozitív egész számokat helyi értékes rendszerben, többnyire a tízes számrendszernek megfelelően írjuk fel. Ehhez a legkisebb kilenc pozitív egész szám jelét és a helypótló 0-t (az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 0 jeleket) használjuk.

 Például a 625070 a tízes számrendszerben felírt szám. Ez azt jelenti, hogy 7 tízesből, 5 ezresből, 2 tízezresből és 6 százezresből áll. Egyes és százas nincs benne, ezért írjuk a számba a két helypótló 0-t.

 Tízes számrendszer esetében a megszámolni való "dolgokat" tizesével csoportosítjuk; tíz-tíz kisebb csoport alkot egy nagyobbat. A szám felírásakor előre írjuk a legnagyobb csoport számát, utána az ebből kimaradt eggyel kisebb nagyságrendi csoportok számát, és így tovább; az utolsó helyre a csoportosításból kimaradt "dolgok" számát. Ha valamilyen nagyságrendű csoport hiányzik, vagy semmi sem maradt ki a csoportból, akkor a megfelelő helyre 0-t írunk.

 Például: 625070 = 6 · 105 + 2 · 104 + 5 · 103 + 0 · 102 + 7 · 10 + 0· 1

 A tíz helyett bármely egynél nagyobb egész szám választhatószámrendszer alapjának. Ha n az egynél nagyobb egész szám, akkor az n alapú számrendszerben n számjegyet használunk: a legkisebb n-1 pozitív egész számnak a jelét és a helypótló 0-t. Ha n nagyobb 9-nél, akkor a 10, 11, 12, ... számokat betűkkel jelöljük.

 Például a hármas számrendszer esetében az 1, 2, 0 jelek segítségével minden pozitív egész számot felírhatunk. Legyen 146 megszámolni való "dolgunk". Végezzük a hármas számrendszernek megfelelő csoportosítást:

  146 : 81 = 1;     65 : 27 = 2;     11 : 9 = 1;     2 : 3 = 0;     2: 1 = 2

   65                     11                     2                  2                 0

  Tehát 146 = 1 · 81 + 2 · 27 + 1 · 9 + 0 · 3 + 2 · 1. Rövidebben: 146 = 121023

 A számítástechnika kifejlődése és elterjedése során egyre nagyobb szerephez jut a kettes számrendszer. Minden pozitív egész szám felírható a kettes számrendszerben is, és ehez csak az 1 és a 0 számjegyekre van szükség. Az átszámításhoz ismernünk kell a 2 hatványait is: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ...

 Például 172 = 1 · 128 + 0 · 64 + 1 · 32 + 0 · 16 + 1 · 8 + 1 · 4 + 0 · 2 + 0 · 1.

 Ennek megfelelően: 172 = 101011002

 Megfordítva: a 111001011012 számot úgy írjuk át a tízes számrendszerbe, hogy az adott számot először helyiérték-táblázatba írjuk: 
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 majd ennek megfelelően a számot felírjuk összegként:

 1 · 1024 + 1 ·  512 + 1 · 256 + 0 · 128 + 0 · 64 + 1 · 32 + 0 ·  16 + 1 · 8 + 1 · 4 + 0 · 2 + 1 · 1 = 1837.

 2. Oszthatóság a természetes számok halmazában (az egészek halmazában is hasonlóképpen értelmezhető fogalom)

 Akkor mondjuk, hogy b természetes szám osztója az a természetes számnak, ha van olyan természetes szám, amellyel a b-t megszorozva az a-t kapjuk.

 Ha b osztója az a-nak, akkor az a többszöröse a b-nek. Jelekkel: b | a.

 Minden pozitív egész számnak osztója az 1, és minden pozitív egész szám osztható önmagával is. Az 1-nek egyetlen (pozitív) osztója van, az 1, az 1-nél nagyobb egész számoknak azomban legalább két pozitív osztójuk van. Közülük az egyet és magát a számot nem valódi osztónak, a többit valódi osztónak nevezzük.

 Ha egy természetes számnak pontosan két pozotív osztója van, akkor ezt prímszámnak nevezzük. Bebizonyítható, hogy végtelen sok prímszám van.

 Bizonyítás:

 Azokat a természetes számokat, amelyeknek N halmazban kettőnél több (de véges sok) osztójuk van, összetett számoknak mondjuk.

  Tételek

 1. A számelmélet alaptétele azt mondja ki, hogy minden összetett szám felbontható prímszámok szorzatára, és ez a felbontás, ha a tényezők sorrendjét nem vesszük figyelembe, egyértelmű.

 2. Ha a, b és c olyan pozitív egész számok, hogy a osztója b-nek és b osztója c-nek, akkor a is osztója c-nek (az oszthatóság tranzitív).

 Bizonyítás: Használjuk az oszthatóság definícióját!


A feltételek szerint van olyan k és l pozitív egész szám, hogy b = ka és c = lb. Tehát a c szám is így írható fel: c = lb = l(ka) = (lk)a. A k és az l pozitív egész számok szorzata is pozitív egész szám, tehát a definíciónak megfelelően az a szám osztója a c-nek.

 3. Ha az a pozitív egész szám osztója a b és c<b pozitív egész számnak, akkor az a osztója a b+c és a b-c számnak is

 Ez a tétel több összeadandó esetére is általánosítható: Ha az a pozitív egész szám osztója véges számú pozitív egész számnak, akkor a osztója e számok összegének is.

 3. Közös osztó, közös többszörös

 Ha az a pozitiv egész szám osztója (töbszöröse) a b és a c pozitív egész számnak is, akkor ezt b és c közös osztójának (közös többszörösének) nevezzük.

 Bármely két pozitív egész számnak van közös osztója, az 1, de természetesen lehet más közös osztójuk is. Van közös többszörösük is, például a két szám szorzata, de van sok más közös többszörösük is, például a szorzatuk többszörösei.

 Két vagy több pozitív egész szám közös osztói közül a legnagyobbat a számok legnagyobb közös osztójának, közös (pouitív, ha egész számok körében vagyunk) többszörösei közül a legkisebbet a számok legkisebb közös többszörösének nevezzük.

 Két vagy több pozitív egész szám legnagyobb közös osztóját így is meghatározhatjuk: a számokat felírjuk prímszámok szorzataként, és a közös prímtényezőket az előforduló legalacsonyabbik hatványon összeszorozzuk. A legkisebb közös többszörösüket pedig így is meghatározhatjuk: a számokat felírjuk prímszámok szorzataként és az összes szereplő prímtényezőt az előforduló legmagasabb hatványon összeszorozzuk.

  Például: 18 = 2 · 32,   40 = 23 · 5,   210 = 2 · 3 · 5 · 7, ezért 


a 18 és a 40 legnagyobb közös osztója : 2,


legkisebb közös többszöröse: 23 · 32 · 5 = 360;


a 18 és a 210 legnagyobb közös osztója : 2 · 3 = 6,


legkisebb közös többszöröse: 2 · 32 · 5 · 7 = 630;



a 40 és a 210 legnagyobb közös osztója : 2,


legkisebb közös többszöröse: 23 · 32 · 5 · 7 = 2520;

 Ha két pozitív egész számnak egyetlen közös osztója van, akkor ezeket relatív prím számoknak mondjuk. Például relatív prímek a 22 és a 75, az 1000 és a 63.

 Kettőnél több számot relatív prímnek mondunk, ha egyetlen közös osztójuk az 1. Ha közülük bármely kettőt kiválaszva mindig relatív prímeket kapunk, akkor azt mondjuk, hogy e számok páronként relatív prímek.

  Tételek

 4. Ha a és b pozitív egész számok esetében a osztója b-nek, akkor a és b legnagyobb közös osztója az a szám és legkisebb közös többszöröre a b szám.

 5. Ha a és b pozitív egész számok relatív prímek, akkor a és b legnagyobb közös osztója 1, és kegkisebb közös többszöröse a · b.

 6. Ha a és b pozitív egész számok relatív prímek, és mindkettő osztója a c pozitív egész számnak, akkor a · b is osztója c-nek.

 7. Ha az a és b pozitív egész szám is osztója a c pozitív egész számnak, akkor a és b legkisebb közös többszöröse is osztója c-nek.

 8. Ha a és b pozitív egész számok, akkor legnagyobb közös osztójuk és legkisebb közös többszörösük szorzata egyenlő a · b-vel.

 4. Oszthatósági szabályok

 Azok és csak azok a pozitív egész számok oszthatók

· 2-vel, amelyeknek az utolsó számjegye 0, 2, 4, 6 vagy 8;

· 3-mal, amelyekben a számjegyek összege osztható 3-mal;

· 5-tel, amelyeknek az utolsó számjegye 0 vagy 5;

· 9-cel, amelyekben a számjegyek összege osztható 9-cel;

· 10n-nel, amelyeknek az utolsó n számjegye 0;

· 4-gyel, illetve 25-tel, amelyekben az utolsó két jegyből álló szám osztható 4-gyel ill. 25-tel;

· 8-cal, illetve 125-tel, amelyekben az utolsó három jegyből álló szám osztható 8-cal ill. 125-tel;

 Ezekből a szabályokból, a 6. Tétel felhasználásával új szabályokat is kaphatunk. Például azok és csak azok a számok oszthatók

· 6-tal, amelyek 2-vel és 3-mal is oszthatók;

· 15-tel, amelyek 3-mal és 5-tel is oszthatók.

  A számfogalom kiterjesztése

 Ha két természetes szám külömbségét vagy hányadosát akarjuk képezni, sok esetben nincs a művelet eredményének megfelelő természetes szám. Ha minden ilyen műveletet el akarjuk végezni, ki kell terjesztenünk a szám fogalmát.

 A kivonás vezet el az egész számok halmazához, az osztás a recionális számok halmazához. Az egész számok halmaza a pozitív egész számokból, ezek ellentetjeiből, a negatív egész számokból és a 0-ból áll.

 A pozitív racionális számok mind felírhatók véges tizedes törtként vagy szakaszos végtelen tizedes tört formájában. Fordítva: minden véges és minden szakaszos végtelen tizedes tört racionális szám, felírható egész szám vagy tört alakjában.

 Pédául a 0,2454545... szakaszos végtelen tizedes tört 0,0454545... része egy mértani sor, amelynek az első tagja 0,045 a hányadosa pedig 0,01. Ezért a mértani sor összegképletével törtté alakítható:

 0,2454545... = 0,2 + 0,045/(1-0,01) = 0,2 + 45/990 = 2/10 + 5/110= (22+5)/110 = 27/110.

 A nem szakaszos végtelen tizedes törteket és ezek ellentettjeit szoktuk irracionális számoknak nevezni.

 Ilyen szám például a 240,1234567891011121314..., ahol a 240 egész után a természetes számokat soroljuk fel, vagy a 7,6060060006000060..., ahol két-két 6 szám közé mindig 1-gyel több 0-t írunk.

 Az irracionális számoknak is megvan a helyük a számegyenesen; ezek a racionális számokhoz rendelt pontokkal együtt lefedik a teljes számegyenest.

 A racionális és az irracionális számokat együtt valós számoknak nevezzük.

 Azt a pozitív számot, amelynek a négyzete 2,
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-vel jelöljük.

 Tétel: a
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nam racionális szám.

 Bizonyítás: tegyük fel, hogy a
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racionális szám, írjuk fel egyszerűsített törtként
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alakban. Itt tehát a p is, q is pozitív egész szám és relatív prímek.

Feltételünk szerint
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, ami azt jelenti, hogy p2 = 2q2.

Az utóbbi egyenletből az következik, hogy p2 osztható 2-vel. Ez csak úgy lehetséges, ha p osztható 2-vel, vagyis ha van olyan k  N+ szám, hogy p = 2k.

Írjuk most 2k-t a p helyére a  p2 = 2q2 egyenletben: (2k)2 = 2q2;   4k2 = 2q2;   2k2 = q2. Eszerint pedig q2 osztható 2-vel, vagyis q osztható 2-vel.

Feltevésünkből tehát az következett, hogy a p is és a q is osztható 2-vel, ami lehetetlen, mert kiindulásul relatív prím p és q számokat választottuk. Ellentmondásra jutottunk, ez azt jelenti, hogy hibás volt a feltevésünk, miszerint a
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nam racionális szám

  Alkalmazások: Informatika (a feladatok megfogalmazása a kettes számrendszer segítségével), törtek egyszerűsítése, közös nevezőre hozása. Egész koordinátájú alakzatok a koordinátarácson, maradékos osztás, gyökjel alóli kivitel, ... Többsebességes kerékpárok, fogaskerék-áttételek, hétköznapi osztozkodás.
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