15. TÉTEL

Húrnégyszög, érintőnégyszög, szimmetrikus négyszögek

  Húrnégyszögek
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 Azt a négyszöget, amelyhez található mind a négy csúcsára ileszkedő kör, húrnégyszögnek nevezzük.

 A húrnégyszög tétele: egy négyszög akkor és csak akkor húrnégyszög, ha két-két szemközti szögének az összege 180°. Az ábra jelölései szerint:  α + γ = β + δ.

 A húrnégyszögek tétele két állítást tartalmaz, egy szükséges és egy elégséges feltételt. Ez a két állítás egymás megfordítása.
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  I. állítás: A húrnégyszög két szemközti szögének az összege 180°. (ahhoz, hogy egy síknégyszög húrnégyszög legyen szükséges, hogy két szemközti szögének összege 180° legyen.)

 Bizonyítás: A két szemközti szöghöz tartozó középponti szögek együtt teljes szögek, a feleakkora kerületi szögek összesen feleennyit, 180°-ot tesznek ki. Tehát az állítás igaz.
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  II. állítás: Amelyik síknégyszögben két szemközti szög összege 180°, az húrnégyszög. (ahhoz, hogy egy síknégyszög húrnégyszög legyen, elégséges, hogy két szemközti szögének összege 180° legyen.)

 Bizonyítás: Legyen az ABCD síknégyszög esetében α + γ = 180°. Azt kell bebizonyítanunk, hogy A illeszkedik a BCD háromszög köré írt körre. Ez igaz, mert A nem lehet körön belül sem és a körön kívül sem, mert ekkor (az I. állítás szerint) olyan háromszög keletkezne, amelynek egy külső szöge egyenlő lenne az egyik nem mellette fekvő belső szögével.

Ilyen hároszög nincs, tehát A rajta van a BCD háromszög köré írt körön.

  A húrnégyszög érdekes tulajdonsága:
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 Ptolemaiosz tétele: Bármely húrnégyszögben a szemközti oldalak szorzatainak összege egyenlő az átlók szorzatával.

Az ábra jelölései szerint: ac + bd = ef

  Speciális húrnégyszögek:

 A húrnégyszögek tétele alapján nyilvánvaló, hogy

· a trapézok közül azok és csak azok húrnégyszögek, amelyek tengelyesen szimetrikusak;

· a deltoidok közül azok és csak azok húrnégyszögek, amelyeknek a két egyenlő szöge derékszög.

· A paraleogrammák közül a téglalapok és csak azok húrnégyszögek.

  Érintőnégyszögek

 Azt a konvex négyszöget, amelyhez található olyan kör, ami mind a négy oldalát érinti, érintőnégyszögnek nevezzük.
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 Az érintőnégyszögek tétele: egy konvex síknégyszög akkor és csak akkor érintőnégyszög, ha két-két szemközti oldalának az összege egyenlő.

Az ábra jelölései szerint: AB + CD = BC + AD.

 Az érintőnégyszögek tétele két állítást tartalmaz, egy szükséges és egy elégséges feltételt. Ez a két állítás egymás megfordítása.

 I. állítás (szükséges feltétel): Ha egy négyszög érintőnégyszög, akkor két-két szemközti oldalának az összege egyenlő.
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 Bizonyítás: Felhasználjuk azt a tételt, hogy körhöz külső pontból húzott érintőszakaszok hossza egyenlő.

E tételnek megfelelően az ábrán az A-ból, a B-ből, a C-ből illetve a D-ből induló érintőszakaszok hosszát a-val, b-vel, c-vel illetve d-vel jelöljük. Az ábráról leolvasható, hogy az AB és a CD oldal hosszának az összege: (a + b) + (c + d), a BC és az AD oldal hosszának az összege: (b + c) + (a + d), vagyis igaz a vizsgált állítás.

 II. állítás (elégséges feltétel): Ha egy konvex síknégyszög szemközti oldalai egyenlők, akkor az érintőnégyszög.
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 Segédtétel: ha egy konvex négyszög három belső szögfelezője egy ponton halad át, akkor az érintőnégyszög.

 Bizonyítás:

a + c = b + d
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;
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a – d = b - c

 PQR∆ egyenlő szárú háromszögeket vág le a négyszögből. A-nál, B-nél és D-nél levő szögfelezők a PQR∆ oldalfelező merőlegesei, ezért egy ponton mennek át. A segédtétel miatt ez a négyszög érintőnégyszög.

  Speciális érintőnégyszögek:

Az érintőnégyszögek tétele alapján nyilvánvaló, hogy

· a trapézok között vannak érintőnégyszögek, ezeknek a magassága egyenlő a beírt kör átmérőjével;

· minden konvex deltoid érintőnégyszög;

· a paraleogrammák közül a rombuszok és csak azok érintőnégyszögek.

  A tengelyesen szimetrikus négyszögek

  A deltoid:

 Azt a síknégyszöget, amelynek két-két szomszédos oldala egyenlő, deltoidnak nevezzük.

Tulajdonságai:

· tengelyesen szimmetrikus
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két szemközti szöge egyenlő

· átlói merőlegesek egymásra

· az egyik átló két szöget felez

· a hosszabbik átló felezi a rövidebb átlót

· érintőnégyszög

 Speciális deloidok:
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                                   rombusz              derékszögű deltoid                  négyzet

  A tengelyesen szimmetrikus trapéz:

 Azt a négyszöget, amelynek két szemközti oldala párhuzamos, trapéznak nevezzük. Ha van szimmetriatengelye, akkor a neve: húrtrapéz vagy tengelyesen szimmetrikus trapéz.

 A húrtrapéz két szára egyenlő, az azonos alapon felvő szögei egyenlők. Az egy száron felvő szögek összege 180° (mint minden trapézban).

  Középpontosan szimmetrikus négyszög

 A középpontosan szimmetrikus négyszöget paraleogrammának nevezzük.

Tulajdonságai:

· szemközti oldalai párhuzamosak

· szemközti oldalai egyenlők

· szemközti szögei egyenlők

· szomszédos szögei kiegészítő szögek

· átlói felezik egymást

· középvonalai párhuzamosak két-két oldallal és ezek egyenlő hosszúak.

  Speciális paraleogrammák:
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Téglalap: van derékszöge és ebből már következik, hogy a többi szöge is derékszög és az átlói egyenlők.

Rombusz: oldalai egyenlők és ebből következik, hogy az átlói merőlegesek egymásra

Négyzet: téglalap is és rombusz is

  Alkalmazások: Korrdináta-geometriai feladatok, területszámítás. Geometriai bizonyítások.  Építészet, gépgyártás, kertépítés. Festészet, iparművészet, térképészet, földmérés.
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