13. TÉTEL

Háromszögek nevezetes vonalai, pontjai és körei

  Oldalfelező merőlegesek, a háromszög köré írt kör

 Minden háromszögnek három oldalfelező merőlegese van, ezek

· egy pontban metszik egymást

· ez a pont egyenlő távolságra van a háromszög csúcsaitól, ezért

· az a pont a háromszög köré írható kör középpontja.

 A hegyesszögű háromszögek oldalfelező merőlegesei a háromszög belsejében metszik egymást, ezért a háromszög köré írt kör középpontja a háromszög belsejében van. (1. kép)

 A derékszögű háromszögek oldalfelező merőlegesei a háromszögvonalon, az átfogó felezőpontjában metszik egymást, ezért itt van a háromszög köré írt kör középpontja is (2. kép).

 A tompaszögű háromszögek oldalfelező merőlegesei a háromszöglapon kívül metszik egymást, ezért a háromszög köré írt kör középpontja a háromszögön kívül helyezkedik el (3. kép).
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 Bizonyítsuk be, hogy a háromszög oldalfelező merőlegesei egy pontban metszik egymást!
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A háromszög AB oldalának felező merőlegesén lévő pontok mind egyenlő távol vannak A-tól és B-től, a BC felező merőlegesének a pontjai mind egyenlő távolságra vannak a B-től és C-től, ezért e két felező merőleges metszéspontja a háromszög mindhárom csúcsától egyenlő távolságra helyezkedik el. A háromszög síkjának összes olyan pontja, amely az A és a C ponttól egyenlő távol van, illeszkedika az AC szakasz felező merőlegesére, tehát ez az egyenes is átmegy a másik két felező merőleges metszéspontján.

  Szögfelezők, a háromszögbe írt kör
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 Minden háromszögnek 3 szögfelezője van, ezek

· egy pontban metszik egymást,

· ez a pont egyenlő távol van a háromszög oldalegyeneseitől,

· ezért ez a pont a háromszögbe írható kör középpontja

A háromszög szögfelezői a háromszög belsejében metszik egymást.
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 Bizonyítás: A bizonyítás lényegileg azonos az oldalfelező merőlegesekkel kapcsolatos tétel bizonyításávan; itt azt kell felhasználni, hogy

· a szögfelező minden pontja egyenlő távol van a szög két szárától, és

· e szögtartományban nincs más ilyen tulajdonságú pont.

  Középvonalak
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 Egy háromszög két oldalának a felezőpontját összekötő szakaszt a háromszög középvonalának nevezzük.

 Minden háromszögnek három középvonala van.

 A középvonal párhuzamos a háromszög egyik oldalával és fele olyan hosszú mint ez az oldal.
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Bizonyítás: Tükrözzük az ABC háromszöget a BC oldal F felezőpontjára, ekkor a háromszög és a tükörképe együtt egy középpontosan szimetrikus négyszöget, tehát paraleogrammát alkot.

Az EF középvonal és a tükörképe együtt ennek a paraleogrammának lesz a középvonala, ezért egyenlő hosszú a paraleogramma vele párhuzamos oldalával.

Ennek a fele pedig éppen a háromszög középvonala.

  Súlyvonalak

 Egy háromszög csúcsát a szemközti oldal felezőpontjával összekötő szakaszt a háromszög súlyvonalának nevezzük. 
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 Minden háromszögnek három súlyvonala van, ezek

· 2:1 arányban osztják egymást,

· a nagyobbik rész csatlakozik a csúcshoz

· egy pontban metszik egymást

 A súlyvonalak metszéspontját a háromszög súlypontjának nevezzük, ez minden esetben a háromszög belsejében helyezkedik el.

 Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást!
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Jelöljük az AE és a BF súlyvonal metszéspontját S-sel, rajzoljuk meg az EF középvonalat.

Az ABS háromszög és az EFS háromszög hasonló, mert megfelelő szögeik váltószögek, tehát egyenlők. A középvonal feleakkora, mint a vele párhuzamos oldal, ezért itt a hasonlósági arány 2 : 1.

Ezért a két súlyvonal is ilyen arányban osztja egymást és a nagyobbik rész csatlakozik a csúcshoz. Ez a kapcsolat bármely két súlyvonalra fennáll, tehát a harmadik súlyvonal is átmegy a AE szakaszt 2 : 1 arányban osztó S ponton.

Tehát a három súlyvonal egy pontban metszi egymást.

Koordinátarendszerben: 

A háromszög súlypontjának koordinátái a csúcsok megfelelő koordinátáinak számtani közepe:
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A háromszög súlyvonalainak az egyenletét koordináta rendszerben úgy kapjuk meg, hogy vesszük az adott oldal felezőpontját. Ez a ponton és a szemközti csúcs pontján átmenő egyenes e két pont közötti szakasza a háromszög súlyvonala.

  Magasságvonalak

 Def.: Egy háromszög egyik csúcsából a szemközti oldalra bocsátott merőlegest a máromszög magasságvonalának nevezzük.

 A magasságvonalak a csúcs és az oldalegyenes közötti szakaszát (vagy ennek a hosszát) a háromszög magasságának mondjuk. Minden háromszögnek három magaságvonala van, ezek egy pontban, a magasságpontban metszik egymást.

 A magasságpont a hegyesszögű háromszög belsejében, a derékszögű háromszög csúcsán, a tompaszögű háromszög esetépben pedig a háromszögön kívüli síkrészben helyezkedik el.
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 Bizonyítsuk be, hogy a háromszög magasságvonalai egy pontban metszik egymást!
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Húzzunk az ABC háromszög csúcsain át az oldalakkal párhuzamos egyeneseket, ezeknek a metszéspontjai egy, az eredeti háromszöghöz hasonló háromszöget határoznak meg. A hasonlóságot az biztosítja, hogy 2-2 szögük váltószög, tehát egyenlő.

Az ABC háromszög egybevágó a hozzá toldott háromszögek mindegyikével (egy-egy oldaluk közös, megfelelő szögeik pedig egyenlők). Ezért A, B és C a DEF háromszög oldalfelező pontjai.

Az eredeti háromszög magasságvonalai a DEF háromszög oldalfelező merőlegesei, ezért egy pontban metszik egymást.

  Alkalmazások

· fizika (súlypont)

· hétköznapi életben és földmérésben 3 ponttól vagy 3 egyenestől egyenlő távoli pont tervezése (beírt és körülírt kör)

· koordináta-geometriai alkalmazások (ezen körök egyenletének felírása)

