12. TÉTEL

Derékszögű háromszögek

  A derékszögű háromszögek fogalma és sajátosságai

Def.: Az olyan háromszöget, amelynek az egyik szöge derékszög derékszögű háromszögnek nevezzük. A derékszög szemközti oldala az átfogó, a másik kettő a két befogó.

 A derékszögű háromszögek esetében:

· az oldalfelező merőlegesek az átfogó felezőpontjában metszik egymást,

· a magasságvonalak a derékszögű csúcsban metszik egymást.

  A derékszögű háromszögre vonatkoró tételek

 I. Magasságtétel: A derékszögű háromszög átfogóhoz tartozó magassága az átfogó két szeletének mértani közepe.
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Bizonyítás: A magasság két hasonló háromszögre bontja az ABC derékszögű háromszöget (hegyesszögeik páronként egyenlők, mert merőleges szárúak). E háromszögekben egyenlő a megfelelő befogók aránya:

p : m = m : q, amiből m2 = pq; m = (pq)0,5

vagyis az adott állítás igaz.

 II. Befogótétel: derékszögű háromszög befogója mértani közepe az átfogónak és a befogó átfogóra eső merőleges vetületének.
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Bizonyítás: Az ABC és a BCT derékszögű háromszögek hasonlók, mert egyik hegyesszögük közös és van derékszögük. Ezért:

p: a = a : c, amiből a2 = pc

vagyis igaz az adott állítás
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 III. Pitagorasz tétele: A derékszögű háromszög két befogójának a négyzete egyenlő az átfogó négyzetével:

a2 + b2 = c2

Bizonyítás: A befogótétel szerint

a2 = pc, b2 = qc,

tehát

a2 + b2 = pc + qc = c(p + q) = c·c = c2,

vagyis az állítás igaz.

 IV. A Pitagorasz-tétel megfordítása: Haegy háromszög két oldalának a négyzetösszege egyenlő a harmadik oldal négyzetösszegével, akkor ez a háromszög derékszögű.

Bizonyítás: 
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Legyen az ABC háromszög oldalainak hosszára igaz, hogy a2 + b2 = c2.

Hasonlítsuk össze az ABC-t azzal a derékszögű háromszöggel, amelynek a befogói a illetve b hosszúságúak. Jelöljük d-vel a másik háromszögnek az átfogóját. A Pitagorasz-tétel szerint: d2 = a2 + b2, vagyis d2 = c2, amiből d = c, mert pozitív számokról van szó. A két összehasonlított háromszög oldalai tehát páronként egyenlők, ezért e két háromszög egybevágó. A második háromszög derékszögű volt, ezért az ABC háromszög is derékszögű.

Példa: ha egy háromszögről tudjuk, hogy az oldalhosszúságai: 7 cm, 24 cm és 25 cm, akkor ez a háromszög derékszögű, mert a két rövidebb oldal hosszának a négyzetösszege egyenlő a leghosszabb oldal négyzetével: 72 + 242 = 47 + 576 = 625 = 52.

 V. A Pitagorasz-tétel következményei:
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Az a befogójú egyenlőszárú derékszögű háromszög átfogójának hossza:
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Az a oldalú négyzet átfogójának hossza: 
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Az a oldalú egyenlő oldalú háromszög magassága: 
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Ha egy derékszögű háromszög egyik szöge 30°-os, és a vele szemközti befogó hossza a, akkor a másik befogó hossza   az átfogóé pedig 2a.

 VI. Thalész tétele: Azoknak a pontoknak a halmaza egy síkban, amelyekből valamely, a síkra illeszkedő AB szakasz derékszögben látszik, az AB átmérőjű körvonal, kivéva az A és a B pontot.

E tétel két állítást tartalmaz, ezek egymás megfordításai:
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1. állítás: Ha az AB szakasz C-ből derékszögben látszik, akkor C illeszkedik az ABC síikban lévő AB átmérőjű körre (másképp: a derékszögű háromszög köré írt kör középpontja az átfogó felezőpontjára illeszkedik).

Bizonyítás: az ABC derékszögű háromszög köré írt kör középpontját megkapjuk, ha megserkesztjük a két befogó felező merőlegesének a metszéspontját. Ezek egy-egy középvonalra illeszkedne, ezért éppen az átfogó felezőpontjában metszik egymást.

2 állítás: Ha C illeszkedik az AB átmérőjű körre, de külömbözik az A-tól és a B-től, akkor C-ből az AB szakasz derékszögben látszik (másképp: ha egy kör AB átmérőjének a két végpontját összekötjük a körvonallal bármely A-tól és B-től külömböző pontjával, derékszögű háromszöget kapunk).

Bizonyítás: kössük össze az ABC háromszög C csúcsát a köré írt kör K középpontjával. Most az ABC háromszöget két egyenlő szárú háromszögre bontottuk, a szárak a kör sugarai. Ezért az α-val, iletve a β-val jelölt szögek egyenlők.

Felírjuk az ABC háromszög szögeinek az összegét:

α + β + (α + β) = 2α + 2β = 180°

amiből α + β = 90°, vagyis ACB szög derékszög.

  Hegyesszögű szögfügvények

  Alkalmazások:

· Koordináta-rendszerbeli távolságok számítása

· körhöz külső pontból érintők szerkesztése

· trigonometriai számítások

· területszámítások, pl. koord.rendszerben

· számelmélet: pitagoraszi számhármasok

· földmérés

· térképészet

· csillagászat

· fizika: erőtan, mozgástan

