11. TÉTEL
A hasonlóság és alkalmazásai háromszögekre vonatkozó tételek bizonyításában
  Középpontos hasonlóság
Def.: Legyen adva egy O pont és egy λ ( λ  R \ {0}) valós szám. Egy P ponthoz a következő módon rendeljük a képet: 
· ha P = 0, akkor P pont képe önmaga,
· ha P  0, akkor a P pont képe legyen O ponttól kiinduló λ OP vektor P| végpontja.
Az O pontot középpontnak, a λ-t középpontos hasonlósági aránynak nevezzük.
Tulajdonságai: 
· a középpontos hasonlóságban az egyenes képe vagy rá illeszkedő egyenes, vagy vele párhuzamos
· a középpontos hasonlóság szögtartó
· a középpontos hasonlóságnál megadott középpont fix pont
· a középpontos hasonlóságnál bármely szakasz képének és az eredeti szakasznak az aránya állandó (ez az állandó a hasonlóság arányának abszolútértéke)
  A hasonlósági transzformáció
 Egy geometriai transzformációt hasonlósági transzformációnak nevezünk, ha aránytartó, vagyis bármely két pont távolsága ugyanannyiszorosára változik a transzformáció során.
 Azt a számot, amely megadja, hányszorosukra változnak az egyes távolságok a transzformáció során, a hasonlósági arányszámnak nevezzük. Ez az arányszám minden esetben pozitív. Ha az arányszám nagyobb 1-nél, akkor ezt a transzformációt nagyításnak, az arányszám kisebb 1-nél, akkor  ezt a transzformációt kicsinyítésnek nevezzük. Ha az arányszám egyenlő 1-gyel, akkor ez egybevágósági transzformáció.
 A hasonlósági transzformációk esetében pont képe pont, egyenes képe egyenes, sík képe sík, szög képe vele egyenlő szög, illeszkedő elemek képe illeszkedő.
 Minden hasonlósági transzformáció egy középpontos hasonlóság transzformáció és egy egybevágósági transzformáció szorzata.
  Hasonló síkidomok és testek
 Két síkidomot vagy testet hasonlónak mondunk, ha van olyan hasonlósági transzformáció, amely az egyiket a másikba viszi át.
 A hasonlósági transzformáció tulajdonságából következik, hogy két hasonló síkidom vagy test esetében a megfelelő szakaszok aránya egyenlő és a megfelelő szögek egyenlők. Hasonló síkidomok területének és hasonló testek felszínének az aránya egyenlő a hasonlóság arányszámának a négyzetével, hasonló testek térfogatának aránya egyenlő a hasonlósági arányszámnak a köbével.
 TÉTEL: Ha két háromszögben
· két-két szög egyenlő
· két-két oldal aránya és a közrezárt szög egyenlő
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· a három oldal aránya páronként egyenlő
· két-két oldal aránya és a nagyobbikkal szemközti szög egyenlő
akkor a két háromszög hasonló.
Példa: Ha egy háromszöget az egyik oldalával párhuzamos egyenessel elmetszünk, akkor a levágott kis háromszög és a nag háromszög hasonló, mivel van két egyenlő (egyállású) szögük.
  A hasonlóság alkalmazása bizonyításban
 Magasságtétel: A derékszögű háromszög átfogóhoz tartozó magassága az átfogó két szeletének mértani közepe.
Bizonyítás:[image: image2.png]


 A magasság két hasonló háromszögre bontja az ABC derékszögű háromszöget (hegyesszögeik páronként egyenlők, mert merőleges szárúak). E háromszögekben egyenlő a megfelelő befogók aránya:
p : m = m : q, amiből m2 = pq; m = (pq)0,5
vagyis az adott állítás igaz.
 Befogótétel: derékszögű háromszög befogója mértani közepe az átfogónak és a befogó átfogóra eső merőleges vetületének.
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 Az ABC és a BCT derékszögű háromszögek hasonlók, mert egyik hegyesszögük közös és van derékszögük. Ezért:
p: a = a : c, amiből a2 = pc
vagyis igaz az adott állítás
 Szögfelezőtétel: A háromszög belső szögfelezője a szemközti oldalt a szomszédos oldalak arányában osztja fel.
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Bizonyítás: Az AE egyenes felezi az ABC háromszög α szögét. AE a BC oldalt x és y hosszúságú részekre osztja. Az ábra jelölései szerint bizonyítandó:  x : y = c : b.
Huzzunk párhuzamost a C pontból az AB egyenessel. Jelöljük D-vel ennek az egyenesnek a szögfelezővel való metszéspontját.
EDC  = EAB =  α/2,
mert váltószögek. Eszerint az ACD háromszögnek van két egyenlő szöge. Az egyenlő szögekkel szemben egyenlő oldalaknak kell lenniük, tehát CD = b.
ABE Δ  DCE Δ, mert van 2-2 egyenlő szögük (az E-nél csúcsszögek vannak). Ha itt felírjuk, hogy 2-2 megfelelő oldal aránya egyenlő, éppen azt kapjuk, hogy
x : y = c : b.
 Ha az ABC egyenlő szárú háromszög szárszöge 36o-os, akkor az alapszög szzögfelezője a szárat az aranymetszésnek megfelelően osztja két részre.
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 Az AD szögfelező két egyenlő szárú háromszögre bontja az ABC háromszöget (mert van 2-2 egyemlő szögük). Ezért
AB = AD = CD = a
ABC Δ  ABD Δ, mert szögeik páronként egyenlők. A megfelelő oldalak aránya is egyenlő, tehát x:a=a:b.
 Súlyvonalak
 Egy háromszög csúcsát a szemközti oldal felezőpontjával összekötő szakaszt a háromszög súlyvonalának nevezzük. 
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Minden háromszögnek három súlyvonala van, ezek
· 2:1 arányban osztják egymást,
· a nagyobbik rész csatlakozik a csúcshoz
· egy pontban metszik egymást
 A súlyvonalak metszéspontját a háromszög súlypontjának nevezzük, ez minden esetben a háromszög belsejében helyezkedik el.
 Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást!
Jelöljük az AE és a BF súlyvonal metszéspontját S-sel, rajzoljuk meg az EF középvonalat.[image: image7.jpg]



Az ABS háromszög és az EFS háromszög hasonló, mert megfelelő szögeik váltószögek, tehát egyenlők. A középvonal feleakkora, mint a vele párhuzamos oldal, ezért itt a hasonlósági arány 2 : 1.
Ezért a két súlyvonal is ilyen arányban osztja egymást és a nagyobbik rész csatlakozik a csúcshoz. Ez a kapcsolat bármely két súlyvonalra fennáll, tehát a harmadik súlyvonal is átmegy a AE szakaszt 2 : 1 arányban osztó S ponton.
Tehát a három súlyvonal egy pontban metszi egymást.
 Húrtétel
A kör egy tetszőleges rögzített belső pontja a kör rajta áthaladó húrjait olyan darabokra vágja, melyek szorzata állandó. (A1P*PA2=B1P*PB2)
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Bizonyítás:
Mivel B1PA2< és A1PB2< csúcsszögek, nagyságuk egyenlő. A2B1B2< és A2A1B2< is az A2B2 ívhez tartozó kerületi szög, nagyságuk egyenlő. Mivel 2 szögük azonos nagyságú, PB1A2  ~ PA1B2 . Ebből következik, hogy

[image: image9.png]PA, _PB,
PB, PA,




[image: image10.png]PA, * PA, = PB, * PB,




 Szelőtétel
Egy körhöz Egy külső pontból húzott tetszőleges szelő körvonalig terjedő szakaszai hosszának szorzata egyenlő. Ez a szorzat megegyezik a körvonalhoz húzott érintőszakasz hosszának négyzetével. (PA1*PA2=PB1*PB2=PE2)
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  Alkalmazások:
· Térképészet, csillagászat;
· trigonometria;
· fizika (erők);
· koordináta geometriai számítások;
· körök közös érintőinek számítása, szerkesztése;
· szakaszok szorzatának, hányadosának, gyökének szerkesztése
